ESCONCURSO - CUADERNO DE REFUERZO

Particion, sumas de Riemann e
integrabilidad

dividir un intervalo en una particidon, calcular sumas de Riemann
con rectangulos y reconocer funciones integrables.

¢ 10 ejercicios, de menos a mas dificil, cada uno con 3 opciones.

¢ Resuélvelo a mano en el espacio de cada ejercicio; después compara con las claves del final.

« Sifallasuno, lee el paso a paso y repitelo en una hoja limpia.

Fecha

Nombre

esconcurso.com Ejercicios originales, verificados



EJERCICIOS

1 NIVEL FACIL
Elintervalo [1, 7] se divide en 3 subintervalos del mismo ancho.

¢Cuales son los puntos de la particién, contando los
extremos?

-0

A) 1,3,5,7 B) 147 ©) 135

Tu procedimiento

9 NIVEL FACIL
Se aproxima el area bajo f en el intervalo [0, 3] con 3 rectangulos del mismo

ancho, con la altura en el extremo derecho de cada subintervalo. ;Cuanto
vale la suma de Riemann?

f@) =z +1
A) 6 B) 9 C) 15/2

Tu procedimiento

3 NIVEL FACIL
Una particion del intervalo [0, 8] tiene los puntos 0,1, 3,4y 8.

¢Cual es su norma, es decir, la longitud del subintervalo mas
largo?

~o

A4 B2 O©O38

Tu procedimiento



NIVEL MEDIO

Se aproxima el area bajo f en [0, 4] con 2 rectangulos del mismo ancho, con 18 y §

la altura en el punto medio de cada subintervalo. ; Cuanto vale la suma de 16
i ?
Riemann? 14
f(z) = 22 12
10
A)8 B)40 C) 20 8
6
4
2
X
1 2 3 4

Tu procedimiento

NIVEL MEDIO
Se aproxima el area bajo f en [0, 3] con 3 rectangulos del mismo ancho, con y

la altura en el extremo izquierdo de cada subintervalo. ;Cuanto vale la suma 101
de Riemann? 2

f(z) =9 — 22 |

6+

A)13 B)22 C)18 5¢

41

3 L

2 L

14+

_1 L

Tu procedimiento



NIVEL MEDIO
Se aproxima el drea bajo una curva en [2, 8] con rectangulos

del mismo ancho, de 1.5 unidades cada uno. ;Cuantos
rectangulos se usan?

A4 B)6 C)5

Tu procedimiento

NIVEL MEDIO
Se aproxima el area bajo larecta f en [0, 4] con 4 rectangulos del mismo

anchoy la altura en el punto medio. ;Cuanto vale la sumay cémo se
compara con el area exacta?

f(z) =2z

A) 20;esmayor que el areaexacta  B) 16; esigual al area exacta

C) 12; es menor que el drea exacta

Tu procedimiento

2 N W DA OO0 N ©




NIVEL DIFiCIL
Con 4 rectangulos del mismo ancho y la altura en el extremo derecho, se

aproxima el area bajo f en [0, 2]. El 4rea exacta es 8/3. ;Cuanto sobrestima la
suma al area exacta?

fz) = a?
A) 1312 B) 1112 C) 15/4

Tu procedimiento

NIVEL DIFiCIL
Una funcién es integrable en un intervalo cerrado si esta acotaday tiene alo

sumo un namero finito de discontinuidades. ;Cual de estas funciones es
integrable en [0, 2]?

A) f{X)=1/x-1)sixz1f(1)=0 B) f(x) =tan x (x en radianes)

C) f(x)=xsix<1f(x)=3six=1

Tu procedimiento

2N w b o




10 NIVEL DIFiCIL
La tabla da la suma de Riemann con extremo derecho de f(x) =

x2 en [0, 1] usando n rectangulos del mismo ancho. ; A qué
valor se acercan las sumas cuando n crece sin limite?

A 12 BY1 C)1/3

Tu procedimiento

n suma derecha
1 1
2 0.625
10 0.385
100 0.338




Claves y paso a paso

1. Respuesta A -Son cuatro puntos, de1a7de dos
en dos

1. Mide el intervalo completo
b—a=7—-1=6
2. Divide entre el niimero de subintervalos

Az =6+-3=2
3.Suma delta x a partirde a
1,3,5, 7

0Ojo: 1, 4, 7 reparte en 2 subintervalos (Ax = 3); 1, 3, 5 se detiene
antes y omite el extremo 7.
Truco: n subintervalosiguales - n +1puntos, con Ax=(b-a) < n.

2.Respuesta B -Lasuma de Riemannvale 9

1. Anchoy extremos derechos

3.0
Az=2""_1
T3

2. Altura de cada rectangulo: f en el extremo derecho
f)=2, f(2) =3, f3) =4
3. Suma altura por ancho
(2+3+4)(1) =9
Ojo: 6 usa los extremos izquierdos (1+ 2 + 3); 15/2 es el &rea exacta

del trapecio, no una suma de rectangulos.
Truco: Derecho: x4, X, ..., Xn. 1zquierdo: Xo, X1, ..., Xn-1.

3.Respuesta A -Lanorma de la particion es 4
1. Mide cada subintervalo
1-0=1,3-1=2
4-3=1,8—-4=4
2.Elige el méslargo
3.Lanormaes4
1P| =4
Ojo: 2 es el ancho promedio (8 + 4 subintervalos); 8 es la longitud
de todo el intervalo, no del subintervalo més largo.

Truco: Norma = el subintervalo mas largo, no el promedio ni el
total.

4. Respuesta C -Lasuma de Riemann vale 20
1. Divide el intervalo en dos
Az =2
[07 2} y [25 4]
2. Busca el punto medio de cada subintervalo
zi=1,z5=3
3. Altura en cada punto medio
f)=1, f(3)=9
4. Suma altura por ancho
2(1) +2(9) =20
Ojo: 8 usa los extremos izquierdos, 2(0 + 4); 40 usa los extremos
derechos, 2(4 +16).

Truco: Punto medio: el promedio de los dos extremos del
subintervalo.

5. Respuesta B -Lasuma de Riemann vale 22
1. Ancho y extremos izquierdos
Az =1
z=0,1, 2
2. Alturas: f en cada extremo izquierdo
f(0) =9, f(1) =8, f(2) =5
3. Suma altura por ancho
(9+8+5)(1) =22
4. Compara con el area exacta
Ojo: 13 usa los extremos derechos, 8 + 5 + O; 18 es el &rea exacta,
no una suma de rectangulos.

Truco: Si f decrece, la suma izquierda sobrestima y la derecha
subestima.

6.Respuesta A -Se usan 4 rectangulos
1. Mide el intervalo
b—a=8-2=6
2. Divide gntre el ancho de cada rectangulo
=15 =
3. No confundas rectangulos con puntos

n

Ojo: 6 eslalongitud b - a, no el nUmero de rectangulos; 5 cuenta
los puntos de la particién, que son uno maés.
Truco: n = (b - a) + Ax. Rectédngulos = puntos - 1.



7.Respuesta B -Lasumaesi6Gy coincide con el
area exacta
1. Anchoy puntos medios
Az =1
z* =0.5, 1.5, 2.5, 3.5
2. Alturas: f en cada punto medio
f=1,3,57
3. Suma altura por ancho
(1+3+5+7)(1) =16

4. Compara con el tridngulo bajo la recta
18 16
2
0Ojo: 20 y 12 son las sumas con extremos derechos e izquierdos;
ninguna coincide con el area exacta de 16.
Truco: Para una recta, el punto medio da exactamente el area; los

extremos, no.

8.Respuesta A -Lasuma sobrestima el areaen
13/12

1. Ancho 0.5y alturas en los extremos derechos

£(0.5), f(1), £(1.5), f(2)
0.25, 1, 2.25, 4

2.Suma las dreas de los rectangulos
0.5(0.25 + 1 + 2.25 + 4)
=3.75

3. Compara con el area exacta

8
-~ 2.67
3

4. Resta: suma menos area exacta
45-32 13
12 12
Ojo: 11/12 compara el drea exacta con la suma izquierda (7/4); 15/4
es la suma misma, no el exceso.
Truco: Error = suma de Riemann - drea exacta. En f creciente, el
extremo derecho sobrestima.

9.Respuesta C -Es integrable la funcion con un
saltoenx =1
1.1/(x - 1) no es acotada
z—1: [f(z)| = o0

2.tan x tampoco: salta al infinito en 11/2

3. La funcién con salto si es integrable
0<f(z) <3
Ojo: Las otras dos se disparan al infinito (en x =1y en x=1/2): no
estén acotadas, aunque tengan una sola falla.

Truco: Acotada + pocas discontinuidades = integrable. Un salto si;
una asintota no.

10. Respuesta C -Las sumas se acercan ai/3
1. Mira cémo cambian las sumas

2. Fijate en el Ultimo renglén

3. Ellimite es el 4rea exacta
1 1
Jy 2P de =<
3
Ojo: 1es solo lasuma con n =1;1/2 seria el rea bajo larectay = x,
no bajo la parabola.
Truco: Alaumentar ny reducir la norma, la suma de Riemann

tiende a laintegral.
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